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6. ALGEBRAS DE BOOLE

6.1. Relaciones de orden

Relacién de orden
Se llama relacién de orden sobre un conjunto A a cualquier relacién R entre sus elementos que verifica las
siguientes tres propiedades:

1. Reflexiva: aRa, para cualquier a € A.
2. Antisimétrica: si aRby bRa, entonces a = b.
3. Transitiva: si aRb y bRc, entonces aRc.

El par (A, R), formado por un conjunto y una relacién de orden definida sobre él, se llama conjunto ordenado.
Son conjuntos ordenados: (N, <), (N, |), (Dq, | ), -..

En el conjunto ordenado (A, R), dos elementos a,b € A se dicen comparables si aRb o bRa.

Cuando en el conjunto ordenado (A, R) dos elementos cualesquiera son siempre comparables, se dice que R es
un orden total. En caso contrario se dice que R es un orden parcial.

Diagrama de Hasse

El diagrama de Hasse de un conjunto ordenado finito es una representacién del mismo en la que cada
elemento se representa por un punto del plano. Si aRb se dibuja a por debajo de b unidos por un segmento.
Finalmente, se suprimen los segmentos redundantes por la propiedad transitiva: si aRb y aRc, se dejan los
segmentos que unen a con by b con ¢ pero se suprime el segmento que une a con c.

Relaciones de orden sobre el conjunto producto
Si (A, R) y (B,S) son dos conjuntos ordenados, en el conjunto producto A x B se pueden definir dos relaciones
de orden:

e Orden producto: (aj,b)P(az,b2) <= ajRayy b15by
e Orden lexicografico: (a1,b1)L(az,b2) <= (a1 # a2y aiRaz) o (a1 = a2y b1Sbe)
Elementos caracteristicos en un conjunto ordenado
Sea (A, <) un conjunto ordenado y ) # B C A.
e (' € A es cota superior de B si b < (' para todo b € B.
e S € A es supremo de B si es cota superior y para cualquier otra cota superior C se cumple que S < C.

e M € B es maximo de B si b < M para todo b € B.

M, € B es elemento maximal si no existe b € B, b # M,, tal que M, <b.
e ¢ € A es cota inferior de B si ¢ < b para todo b € B.
e i € A es infimo de B si es cota inferior y para cualquier otra cota inferior ¢ se cumple que ¢ < 1.

e m € B es minimo de B si m < b para todo b € B.

m, € B es elemento minimal si no existe b € B, b # my, tal que b < m,.

Se dice que B estd acotado si tiene cotas superiores e inferiores.

Existencia y unicidad
Sea (A, <) un conjunto ordenado y () # B C A.

e Cuando existen, el méaximo, supremo, minimo e infimo de B son tnicos.

e Si B es finito entonces tiene al menos un elemento maximal y otro minimal.
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6. ALGEBRAS DE BOOLE

6.2. Reticulos

Primera definicion de reticulo

Un reticulo es un conjunto ordenado (A, <) que verifica que para cada par de elementos a,b € A existen
sup{a, b} e inf {a,b}.

Son reticulos: (N, <), (N, | ), (Dg, | ) cona €N, (P(X),<), ({0,1},<)y ({0,1}"",<) con n € N.

Segunda definicién de reticulo
Un reticulo es una terna (A4, V, A) donde A es un conjunto y V y A son dos operaciones binarias definidas
sobre A y que cumplen las siguientes propiedades:

Idempotente: aVa=a ahNa=a Asociativa: (aVb)Ve=aV (bVe) (aANb)Ac=aAN(bAc)
Conmutativa: aVb=bVa aAb=bAa Absorcién: aV (bAa)=a aN(bVa)=a

Equivalencia entre las dos definiciones
Las dos definiciones son equivalentes en el sentido de que si un conjunto A es reticulo con una definicion lo
es también con la otra siempre que la relacién de orden y las operaciones binarias estén relacionadas de la
siguiente manera:

a<b < aVb=b y aANb=a

Tipos de reticulos

e Se dice que el reticulo (A, <) es acotado si posee méximo y minimo, que se designan por 1 y 0,
respectivamente.

e Sea (A, <) un reticulo acotado. Dado a € A, se dice que a’ € A es complementariode asiaVa =1y
a A a’ = 0. Un reticulo se dice complementario si todos sus elementos poseen complementario.

e Un reticulo (4, V, A) se dice distributivo si para cualesquiera a,b,c € A se cumple que

aV(bAc)=(aVb)A(aVec) aN(bVe)=(anb)V(aAc)

Ejemplos de reticulos
1. Los reticulos P(X) y {0,1}" son complementarios y distributivos.
2. El reticulo D, es acotado y distributivo para cualquier valor de a € N.
3. El reticulo D, no es complementario para algunos valores de a € N (por ejemplo, para a = 12).

4. El reticulo D, es complementario si y sélo si en la descomposicion de a en factores primos, todos ellos
aparecen con exponente unidad.
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6. ALGEBRAS DE BOOLE

6.3. Algebras de Boole

Algebras de Boole

Un Aalgebra de Boole es un reticulo complementario y distributivo (es decir, un reticulo con las mismas
propiedades que P(X) y {0,1}").

En el algebra de Boole (4, V, A) se cumplen, ademds, las siguientes propiedades para cualesquiera a,b € A:

Involutiva: (d') =a Leyes de Morgan: (aVb) =d AV y (anb) =d VvV
Con frecuencia, en las algebras de Boole las operaciones V y A se representan también por + y -, respectivamente.

Isomorfismos entre algebras de Boole
Dos algebras de Boole son isomorfas si existe una biyeccién entre ellas que conserva la ordenacion.

Teorema 1
Si A es un dlgebra de Boole finita entonces existe un conjunto finito X tal que A y P(X) son isomorfas.

Teorema 2
Si X es un conjunto finito con n elementos, entonces las dlgebras de Boole P(X) y {0,1}" son isomorfas.

Cardinal de un algebra de Boole finita
Si A es un algebra de Boole finita, entonces su cardinal es |A| = 2" para algin n € N.
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6. ALGEBRAS DE BOOLE

6.4. Funciones y expresiones booleanas

Algebra de Boole binaria

Se llama dlgebra de Boole binaria a ({0,1},V,A) = ({0,1},+,) con las operaciones definidas por:
V/+1]0]1 ANJ-10]1 o1
0 [0]1 0 [0]o0 { o
1 |11 1 |01 =0

En el dlgebra de Boole ({0,1}",V,A) = ({0,1}",+,-) las operaciones vienen definidas por:

{«T1$2-~$n +y1y2- - Yn = (w1 +y1) (@2 +y2) - (20 + Yn) (122 T )/ — oo z
.. n -_— 1 2.-- n

T2 Tn - Y1Y2- - Yn = (T1- Y1) (T2 Y2) - .- (Tn - Yn)
Variable booleana
Se llama variable booleana a cualquier variable z que puede tomar los valores 0 y 1.

Expresiones booleanas
El concepto de expresion booleana en las variables x1, xo, ..., x, se define de forma recursiva como sigue:

1. Las variables x1, x9, ..., 2, son expresiones booleanas.
2. Los sfmbolos 0 y 1 son expresiones booleanas.

3. Si E; y Es son expresiones booleanas, entonces E1V Fy = E1+ Ey, Ey ANFEs = Ey - Ey y E} son expresiones
booleanas.

4. No hay mas expresiones booleanas que las que se obtienen por las reglas 1, 2 y 3.

Definicién
Una funcién booleana de n variables es una aplicacién f : {0,1}" — {0, 1}.
Para representar las funciones booleanas se utilizan tablas de verdad y expresiones booleanas.

Tablas de verdad
La tabla de verdad de una funcién booleana f : {0,1}" — {0,1} es una tabla en la que se representan
todos los elementos de {0,1}" y sus imédgenes:

H x1 ‘ X9 ‘ ‘ Tn_2 ‘ Tp—1 ‘ T H f(x1, e, ... xy) H
0]0]---] 0 0 | 0 | £(0,0,...,0,0,0)
010 ]---] 0 0 |1 70,0,...,0,0,1)
010 -] 0 1 | 0 | f(0,0,...,0,1,0)
010 0 1 1 | f(0,0,...,0,1,1)
11 1 1 [ 1 [ f1,..1,1,1)

Funciones y expresiones booleanas

e Cualquier expresién booleana define una funcién booleana cuyas variables deben contener a todas las de

la expresién.
Asi, por ejemplo, la expresion xz A y V 2/, o mejor xy + x’, puede representar a una funcién booleana

flz,y) =xy+2' o f(x,y,2) =xy+ 2.
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e Cualquier funcién booleana admite una expresion booleana, llamada expresién elemental que la rep-
resenta:

€I; ,Sibl‘:1

F@n @2, 2n) = Z Y1 Y2 Yn donde yi:{/ ib; =0
S(f)={b=b1b2...by, : f(b)=1} T, ,slb; =

Cada y1 Yo ... Yn, CON Y; = X; O Y; = :1:;, se llama producto elemental.

e Dos expresiones booleanas son equivalentes si definen la misma funciéon booleana. Cualquier ex-
presion booleana admite otra equivalente en forma de suma de productos elementales.

Ejercicios
1. Escribe la tabla de verdad de la funcién f : {0,1}* — {0, 1} definida por la expresion:

flx,y) = (@Ay)V (y A2 Vy))

2. Halla las tablas de verdad, y expresa como suma de productos elementales, cada una de las siguientes
funciones booleanas:

(a)f(x,y,z)zx/\y (b)f(x,y,z):z’ (c)f(x,y,z):(x/\y)\/z’

3. Determina todas las funciones booleanas que cumplan: f(a’,b) = f(a,t) = (f(a,b))’.

Soluciones y/o sugerencia a los ejercicios
1. f vale 1 sobre el conjunto S(f) = {01,10,11} y 0 en el resto.
2. (a) S(f) = {110,111}, f(x,y,z) = zyz’ + zyz;
(b) S(f) ={000,010,100,110}, f(z,y, z) = 2'y/'2’ + 'y’ + 22" + xy2/;
(c) S(f) ={000,010,100,110,111}, f(z,y,2) = 2'y'2" + 2'y2' + zy/ 2 + zy2’ + zy=.
3.



Agueda Mata y Miguel Reyes, Dpto. de Matemdtica Aplicada, FI-UPM.

6. ALGEBRAS DE BOOLE

6.5. Simplificacion de expresiones booleanas. Mapas de Karnaugh.

Simplificacién de expresiones booleanas

Una funcién booleana se puede representar de muchas maneras mediante expresiones booleanas, e interesa
encontrar la mas simplificada. La expresién como suma de productos elementales no es la expresién mas
simple, pero si es el punto de partida de todos los métodos de simplificacién, que se basan en la bisqueda de
pares de productos elementales que difieran solamente en una variable y poder aplicar el siguiente resultado.

Teorema
Si E es una expresion booleana en n variables y z es otra variable, entonces las expresiones E y zF + 2'E son
equivalentes.

Los mapas de Karnaugh
Las expresiones booleanas elementales en n = 2, 3 y 4 variables admiten una representacién en cuadriculas de

2" cuadrados como las siguientes:
/ /

Y Y Y Y

z t
! / /
Yy Yy Yy Yy Yy Yy T t
z x ! t
! x z/ t
z z z 2 2z z z z

Cada cuadricula representa un producto elemental y dos productos elementales son adyacentes (sus cuadrados
son adyacentes) si y sélo si difieren en una tunica variable (a efectos de adyacencia se identifican los lados
opuestos de la cuadricula).

El mapa de Karnaugh de una expresién booleana elemental en n (2, 3 o 4) variables es una cuadricula
como las anteriores en la que se han sombreado los cuadrados correspondientes a los productos elementales que
aparecen en la expresion.

En el mapa de Karnaugh se llama rectangulo simple correspondiente a un producto de variables al rectangulo
formado por todas las cuadriculas que contienen dicho producto. Asi, por ejemplo en n = 3, el rectangulo
simple correspondiente a z estd formado por las cuadriculas zyz, zyz’, zy/'z y zy'2/, y el rectdngulo simple
correspondiente a xz’ estd formado por las cuadriculas zyz' y zy'2’.

Simplificaciéon basada en los mapas de Karnaugh
Para simplificar una expresién booleana elemental F se siguen los siguientes pasos:

1. Se representa el mapa de Karnaugh de E (sombreando las cuadriculas correspondientes a sus productos
elementales).

2. Se consideran todos los rectangulos simples de mayor tamaiio posible que recubran la zona sombreada
del mapa de Karnaugh, aunque se solapen.

3. Se eliminan los rectdangulos simples que estdn contenidos en la uniéon de otros, de forma que la zona
sombreada quede recubierta por el menor niimero de rectangulos del mayor tamano posible.

4. La suma de las expresiones correspondientes a los rectangulos que quedan al final del proceso es una
expresion simplificada de la expresion original F.

La expresion simplificada depende de las elecciones efectuadas en el proceso, por lo que no es necesariamente
Unica.

Ejercicios

1. Para cada uno de los siguientes mapas de Karnaugh de expresiones booleanas, escribe las expresiones
booleanas elementales que definen, y simplificalas.
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y y Yy oy y vy Yy Y y vy ¥y vy
T X z| X X X T X X
' X X | X X | X X
2 z z 2! 2! z z 2 2 z z 2
y y ¥ y oy ¥y y oy ¥y
x| X X | X |tz X |tz X | X |t
T X X z| X X X X |t =z X X |t
x X | X ! X /| X X | X |t
2| X X | ¢ 2 t X t
2 z z 2 2! z z 2 2 z z 2

. Simplifica la expresién de las funciones booleanas que toman el valor 1 en los conjuntos que se indican y

el valor 0 en el resto:

S(f) =1{(1,1,0,0),(1,1,1,1),(1,0,1,1),(1,0,0,0),(0,0,0,1), (0,1,0,0), (0,0,0,0), (0,1,0, 1)}
S(g) =1(0,0,0,1),(0,0,1,0),(0,1,0,0),(0,1,0,1),(0,1,1,1),(0,1,1,0), (1,1,0,0),(1,1,1,1),(1,0,1,0)}

. Se ha perdido parte de la informacién de la tabla de verdad de una funcién f, conservando tnicamente

los siguientes valores: f(0,0,0) = f(0,1,0) = f(0,1,1) = f(1,1,0) = 1 y f(0,0,1) = 0. Determina la
expresion mas sencilla que puede tener dicha funcién y dibuja su mapa de Karnaugh.

. Dada la funcién booleana f : {0,1}* — {0,1} definida por:

flz,y,z,t) = zyzt + xy 2t + xyzt’ + xy' 2t + 2y L+ 2y + 2y L+ 2yt

(a) Demuestra, utilizando las propiedades de &lgebra de Boole, que f(z,y, 2,t) = zz + 2’7"
(b) Comprueba el resultado anterior usando mapas de Karnaugh.

. Simplifica al maximo las siguientes expresiones booleanas:

(a) (' +y) +y'2 (c) z(zy' + 2"y +y'2) (e) y(z +yz)
(b) (z'y) (2" + xy2’) (d) (z+y) (xy") () (z+9'2)(y+ 2)

Soluciones y/o sugerencia a los ejercicios

1.

U W N

fx,y,2) ="y +y'z f(z,y,2) =22+ y2 + 92 fla,y,2) =y + 22
flx,y,2,t) = 2t + 2"t +ay't’; f(x,y,2,t) = 22" + 2y +yzt; flo,y,2,t) =2y +y'z+ 2"yt

x,y,2,t) =22 + 2+ wzt; g(x,y, 2,t) = 'y + yzt + y' 2t + 22t + y2 't

(
f(CL‘,y,Z) :y+zl'

. (a) zy' + ¢z (b) 2y + 2"y (c) zy's (d) 2'y'; (e) 2'y2's (F) vy + 22/,
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6.6. El método de Quine-McCluskey.

El método de Quine-McCluskey

El método de Quine-McCluskey simplifica la expresiéon de una funcién booleana f : {0,1}" — {0,1} agru-
pando sistematicamente productos que difieren en una variable, pero en vez de utilizar productos elementales
utiliza los elementos de S(f) = {b=biby...b, € {0,1}" : f(b) =1}.

El proceso a seguir es el siguiente:

1. Se agrupan los elementos de S(f) por bloques, en una columna, segin el nimero de unos, y ordenados
en orden decreciente.

2. Se compara cada elemento de cada bloque con todos los del siguiente bloque y, en caso de que difiera en
un unico digito se marca y se pasa a una segunda columna sustituyendo por un guién el digito diferente.
Los elementos del ultimo bloque se marcan sin comparar con ninguno.

3. Se repite el paso anterior con los bloques de la segunda columna construyendo una tercera columna, y
asi sucesivamente hasta que quede un tunico bloque.

4. Cuando no se pueda continuar con el proceso anterior:

(a) Se consideran los elementos no marcados de todas las columnas.
(b) Para cada elemento de S(f) se elige uno de los no marcados que lo incluya, que contenga el mayor
numero de guiones, y repitiendo eleccion siempre que se pueda.

5. La expresion booleana formada por la suma de las expresiones correspondientes a los elementos elegidos
es una expresion simplificada.

Ejemplo

Si f(x,y,2,t) = zy2't + 2'yzt + xyzt’ + 2'y2't + xy'2t' + 2'y2t’ + 2'y/ 2t’, entonces:

S(f) = {1101,0111,1110,0101, 1010,0110, 0010}

Se construyen los bloques y se realizan los pasos 2 y 3:

o
—

1
1
1

—_ o o |

[

0o -

XX X > [ X X X
O~ Ol O
Ol O Rk = =
el =)
OIS O =IO = =
b o I S
e e
o oo o |

Para hacer el paso 4 se construye la siguiente tabla:

1101 | 0111 | 1110 | 0101 | 1010 | 0110 | 0010
--10 X X X X
-101 | X
01-1 X X
011- X X

En la tabla se observa que con los elementos --10, -101 y 01-1 se cubren todos los elementos de S(f). Por
tanto, la expresién simplificada de f es: f(z,y,2,t) = 2t’ + y2't + 2'yt.

Ejercicios

1.

Halla la expresion simplificada de la funcién f : {0,1}° — {0,1} tal que

S(f)=4{11111,11101,11011,10111, 10101, 10011, 11001, 10001 }
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2.

Encuentra la expresién mds sencilla que detecta, dentro del conjunto {n € Z : 0 < n < 15}, los ntimeros
que son: (a) multiplos de 2; (b) multiplos de 3; (c) multiplos de 4.

. Un examen tipo text consta de 5 preguntas. Las respuestas correctas son: 1 — Si, 2 — No, 3 — Si,

4 — Siy b — No. Construye una expresion booleana que analice cada examen y distinga los aprobados
de los suspensos (se considera aprobado si al menos tres respuestas son correctas).

. Define una expresién booleana que compare, segin el orden <, dos nimeros del conjunto {0,1,2,3} y

simplificala.

. Para evitar que un ascensor viajen ninos pequenos solos y pesos excesivos, se quiere permitir su movimiento

sélo cuando esté vacio o con un peso comprendido entre 25 y 300 kilos. con ese objetivo, se dota al as-
censor con tres sensores: A sensible a cualquier peso, B sensible a pesos mayores de 25 kilos, y C sensible
a pesos superiores a 300 kilos. Disena el circuito mas sencillo posible que cumpla dichas condiciones.

En una reunion celebrada entre 12 paises de la Comunidad Europea se acuerda aceptar las resoluciones
aprobadas por la mayoria de los miembros. Espana, Italia, Portugal y Grecia votan en bloque. Situacién
similar es la de Francia y Alemania. También hacen lo mismo Reino Unido e Irlanda por un lado, y
Bélgica, Holanda y Luxemburgo por otro. Dinamarca siempre vota lo contrario que Alemania, y los
tres paises Bélgica, Holanda y Luxemburgo lo contrario que Irlanda. ;Qué paises tienen mayor poder de
decision?

Para evitar errores de transmisién en ciertos mensajes codificados, es frecuente anadir un bit, llamado
control, a cada bloque de bits. Asi, por ejemplo, en la representacién de los niimeros enteros positivos
del 0 al 15 se afiade a su codigo binario de cuatro digitos un quinto digito que serd 1 o 0 segtin que el
numero de unos sea par o impar, respectivamente (por ejemplo el nimero 7 que en cédigo binario es
0111 se representa por 01110). Define una funcién que proporcione el digito de control y que sea lo més
simplificada posible.

. La apariciéon de un digito decimal en el visor de una calculadora se produce mediante un circuito con

cuatro entradas, que se corresponden con el cédigo binario del digito y siete salidas {f; : 1 <1i < T}, que
se representan como pequenos segmentos, iluminados o no en el visor, segin el siguiente esquema:

fi (a) Construye la tabla de verdad de cada una de las funciones booleanas
fo f2 fi : {0,1}* — {0,1}, 1 <i < T.

fr (b) Encuentra expresiones minimas en forma de suma de productos para
s f4 s 1y fo

Soluciones y/o sugerencia a los ejercicios

flx,y, z,t,u) = zu.

(@) f(z,y,2,t) =t; (b) f(x,y,2,t) = 2"y 2"t + 2'y/ 2t + 2'yzt’ + xy/2't + xy2't' + zyzt;
(c) f(z,y,2,t) = 2"t

flzyy, 2z, t,u) = x2t + xz2u’ + xtu’ + ztu + 29’z + 2yt + ¢ 2t + ¢/ 20" + 2y’ + 't
flzyy,z,t) =2y + 't + 2’2+ 'z + 2t.

f(a,b,c) =d'b'c + abc.

Espana, Italia, Portugal y Grecia.

flxyy, 2, t) = 2"y 2"t + 2y 2t + o'yt + 2'yzt’ + 2y 2t + 2y 2t + 2yt + wyzt.

(®) fi(x,y, 2z, t) = 2’2t + 2yt + 29/ 2" + 2'Y'V; folw,y, 2, t) = 2y + 92 + 22t + 22"t

1.
2.

PN



